Racines d’un polynôme. Théorème de Bézout

· Soit P(X) = X2 – 3X + 2.
Calculer: 

              P(-1) ; P(0) ; P(1) ; P(
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) ; P(2).

Conclusion   On observe que P(1) = 0 ; P(2) = 0.

                      Alors on dit que 1 et 2 sont des racines du polynôme P(X).


Une racine ( de P est donc une solution de l’équation P(X) = 0. 
Exemples   

1. Tout polynôme du premier degré P(X) = aX + b (a (0) admet une racine et une seule :

                                                  ( = - 
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2. 1 est une racine du polynôme P(X) = X3 + X – 2, car (1)3 + 1 – 2 = 0.
3. Les racines de P(X) = (X – 1)(X – 2)(X – 3) sont 1, 2 et 3.
4. Le polynôme Q(X) = X6 + 4X2+ 1 n’a pas de racine. Pour tout réel X, Q(X) (1. Aucun réel ( ne peut prétendre vérifier P(() = 0. 


Démonstration

La nécessité: Soit ( une racine de P(X), c'est-à-dire P(() = 0. Alors le reste de la division de P(X) par X - ( est zéro, donc P(X) est factorisable par X - (. 

Réciproquement : Soit X - ( un diviseur de P(X). Alors, il existe un polynôme C(X), tel que P(X) = (X -() ( C(X) et P(() = (( - () ( C(() = 0. Donc, P(() = 0, c'est-à-dire ( est une racine de P(X).
Applications directes du cours 

· Trouver les racines du polynôme P(X) = X3 – 3X + 2.

Solution :

Considérons l’équation P(X) = 0, avec P(X) = X3 – 3X + 2.
Nous avons x3 – 3x + 2 = 0 ( (x3 – 4x) + (x + 2) = 0 ( x(x2 – 4) + (x + 2) = 0 (
( x(x – 2)(x + 2) + (x + 2) = 0 ( (x + 2)[x(x – 2) + 1] = 0 ( (x + 2)(x2 – 2x + 1) = 0 (
( (x + 2)(x – 1)2 = 0 ( x = - 2 ou x = 1.
 Donc le polynôme P(X) admet deux racines – 2 et 1. 
-2 est une racine simple de P(X) et 1 est une racine d'ordre 2 du polynôme                                   P(X) = X3 – 3X + 2 = (X + 2)(X - 1)2.

· Soient les polynômes P(X) = 2X2 – X – 3 et Q(X) = X + 1.

Préciser si P(X) est factorisable par Q(X).

Solution :

Le réel – 1 est une racine du polynôme P(X). Alors, si P(-1) = 0, d’après le théorème de Bézout on a que P(X) est factorisable par Q(X). 
Exercices et problèmes
1. Vérifier que les réels proposés (a, b, …) sont racines du polynôme P.

a) P(X) = X3 + X2 – 3X – 6, a = 2 ;

b) P(X) = X5 – X4 + X3 – X2 – 2X + 2, a = 1 et b = - 1 ;

c) P(X) = X4 + 12 X3 + 54 X2 + 108X + 81, a = - 3 ;
d) P(X) = 3X4 – X3 – 3X2 + X, a = 
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 ;

e) P(X) = 6X6 – 5X5 + X4 + 12X2 – 10X + 2, a =
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, b = 
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 ;

f)  P(X) = X4 – 10X2 + 1, a = 
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2. Dans chaque cas, déterminer le réel k pour que le polynôme proposé admette le réel ( pour racine.
a) P(X) = - 4X2 + 6X + k,  ( = 3 ;

b) P(X) = 2X4 + kX3 –X + 1, ( = - 
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3. Déterminer les réels a et b pour que le polynôme                                                                                               P(X) = - X5 + 2X4 – 3X3 + 4X2 + aX + b admette 2 et – 3 comme racines. 
4. Montrer que les racines éventuelles de P(X) = X7 + 8X5 +6X2 + 8 sont négatives. 
5. Montrer que le polynôme P(X) = - X(2X – 1) + 
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est factorisable par X - 
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6. Préciser dans chacun des cas ci-dessous pour quelle(s) valeur(s) de a le polynôme P(X) est divisible par X – 1.
a) P(X) = 3X2 – 2X – a ;

b) P(X) = a2X4 – 2X2 ;

c) P(X) = X2 + a2.

7. Pour quelle(s) valeur(s) de a appartenant à l’ensemble {-3 ; -2 ; -1 ; 1 ; 2 ; 3}, chacun des polynômes suivants peut-il s’écrire sous la forme (X – a)Q(X), où Q est un polynôme que l’on calculera ? 
a) P(X) = 5X3 – 11X2 -3X – 27 ;

b) P(X) = 3X3 – 5X2 +3X – 1 ;

c) P(X) = -X3 + X2 +16X + 20.

8. 1o Montrer qu’un polynôme P est factorisable par X – 1 si et seulement si la somme de ses coefficients est nulle. 
2o Application : parmi les polynômes suivantes, préciser ceux qui sont factorisables par   X – 1 et déterminer alors le polynôme Q tel que P(X) = (X – 1)Q(X).

a) P(X) = 8X5 – 3X4 + 6X2 – 4X – 7 ;

b) P(X) = - X6 – X5 + X3 + 2X2 – 3 ;

c) P(X) = 7X3 – 5X2 +3X – 4.

Définition    On appelle racine d’un polynôme P(X), tout réel ( tel que P(() = 0.





Théorème de Bézout   Soit P(X) un polynôme non nul. Le réel ( est une racine du polynôme P(X) si et seulement si P(X) est factorisable (ou divisible) par      X - (. 
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