Nombres complexes
                   I. La forme algébrique. Notions. Opérations.

                       a) Notions.

  Définition1: On appelle nombre complexe chaque élément z= (a; b) de l’ensemble 
[image: image158.png]


, chargé de deux opérations algébriques l’addition et la soustraction, qui possède les propriétés:

                    1) z1+z2 = (a1; b1) + (a1; b2)= (a1+a2; b1+b2)

                    2) 
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  Définition 2: 
Le nombre z=a+bi, où a, b(R et  i2=-1 s’appelle nombre complexe dans la forme algébrique. 

                        i2= -1; i=
[image: image4.wmf]1

-

.  Le nombre i s’appelle unité imaginaire;

                       Re z = a s’appelle la partie réelle du z; 

                      Im z = bi s’appelle la partie imaginaire du z,
                      b s’appelle le coefficient de la partie imaginaire.  
  Définition 3: L’ensemble de forme 
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 s’appelle l’ensemble des nombres complexes.

Remarque: 1) a+bi est la forme algébrique de z;
                   2) L’ensemble C contient l’ensemble des réels R: 
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;
                   3) z=bi où b(R  est un nombre imaginaire.
       Nombres complexes usuels:

1) Le nombre 
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s’appelle le conjugué du nombre 
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2) Le nombre -z= - a - bi s’appelle l’opposé du nombre 
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3) Le nombre 
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s’appelle l’inverse (le renversé) du nombre 
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Propriétés du  conjugué du nombre 
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  P1: 
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= z   (le conjugué du conjugué d’un nombre est le nombre donné);  
  P2: 
[image: image18.wmf]-

-

-

-

-

-

-

±

2

1

z

z

= 
[image: image19.wmf]-

-

-

-

±

2

1

z

z

  (le conjugué de la somme est la somme des conjugués);  
  P3: 
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  (le conjugué d’un produit  est le produit des conjugués);  
  P4: 
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(le conjugué d’une puissance est la puissance des conjugués);     
 P5: 
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 (le conjugué d’un quotient est le quotient des conjugués);
 P6: 
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 P7:   arg 
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 P8:   Si  z=a où a(R, alors
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   b) Opérations avec les nombres complexes dans la forme algébrique
Définition 4: Deux nombres complexes sont appelés égaux s’ils ont les mêmes parties réelles et imaginaires égales.

        Soit z1=a1+b1i et z2=a2+b2i, alors:

    1) L’égalité de deux nombres complexes:

      z1=z2 
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 (a1+b1i) = (a2+b2i) ( 
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 EMBED Equation.3  [image: image33.wmf]Û
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     2) L’addition de deux nombres complexes:

          z1+z2= (a1+b1i) + (a2+b2i)= (a1+a2) + (b1+b2)
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     3) La soustraction de deux nombres complexes:

          z1-z2 = (a1+b1i) -(a2+b2i)= (a1-a2) + (b1-b2)i
     4) La multiplication de deux nombres complexes:

          z1(z2 = (a1+b1i)((a2+b2i)=(a1a2-b1b2)+(a1b2+b1a2)(i
     5) La division de deux nombres complexes:
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    6) La puissance n- ième du nombre 
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     7) La soustraction de la racine carrée du nombre 
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       1) On note: 
[image: image40.wmf]z
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a+bi=(x+yi)2 
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        2) On résout le système 
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pour déterminer les valeurs de x et y;    
         3) Substituer dans l’égalité 
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          z1=
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              c) Les puissances du nombre i:

 i1= i;    i2= -1;   i3= -i;  i4=1;   
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         d) Interprétation géométrique d’un nombre complexe :
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1) Le nombre z=a+bi on le représente par un point M (a; b)
 dans le système cartésien des coordonnées. 

Le point M est l’image du nombre z;

Le nombre z est l’affixe du point M.



Alors, z=a+bi 
[image: image51.wmf]®

 M (a; b) et  M (a; b) 
[image: image52.wmf]®

z=a+bi.
Remarque: Si z=a+bi est le complexe et M (a; b) est un point des coordonnées cartésiennes, alors on dit encore: M est le point image de z et z est l’affixe de M.
    La partie réelle de z est l’abscisse de M; 

    La partie imaginaire de z est l’ordonnée de M.

2) Le nombre z=a+bi on le représente dans le système cartésien des coordonnées par un vecteur
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La partie réelle de z est l’abscisse de 
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La partie imaginaire de z est l’ordonnée de 
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Remarque: Si z=a+bi est le complexe et 
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est un vecteur , alors on dit: 
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est le vecteur image de z et  z est l’affixe de 
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        II. La forme trigonométrique d’un nombre complexe

Z= a+bi, a, b(R, où a=Re z et b=Im z

     D’après la définition:    


     Le nombre r=|z|=
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s’appelle la valeur absolue (le module de z) du nombre complexe z.

             r=|z|=|
[image: image62.wmf]®

v

|=|
[image: image63.wmf]®

OM

|=
[image: image64.wmf]2

2

b

a

+

.

     L’angle (
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formé par la demi-droite [OM) et la direction positive de l’axe Ox s’appelle l’argument principal (ou réduit) du nombre complexe z.


On note: (= arg z ou (= arg (z)
     L’ensemble Arg z= {arg z +2(k| k
[image: image66.wmf]Î

Z} s’appelle l’argument général du nombre complexe  z=a+bi. 


On note: Φ = (+2(k, ou Arg z = arg z +2(k, où k(Z.


Φ- l’argument général du nombre complexe z.
      z=r(cos(+i·sin() est la forme trigonométrique du nombre complexe z.



[image: image67.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

=

Þ

î

í

ì

=

=

r

b

r

a

r

b

r

a

j

j

j

j

sin

cos

sin

cos


    Remarque: Si M (a; b) est l’image de z=a+bi, alors l’argument  principal  (=arg z on détermine: 
          1)  Si  M(a;b) ( I quart, alors (= arctg 
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           2)  Si  M(a;b) ( II quart, alors (= (-arctg
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           3) Si  M(a;b) ( III quart, alors (= (+arctg
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4) Si  M(a;b) ( IV quart, alors  (= 2(-arctg
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Formes trigonométriques usuelles:

    1=1(cos0(+i(sin0();   a=a·1=a·(cos0(+i(sin0(), où a>0 et a
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  -1=cos(+isin(;          -a= a·(-1)=a·(cos(+isin(), où a>0 et a
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     -i=cos
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  III. Opérations avec les nombres complexes dans la forme trigonométrique
   a) Les racines d’ordre n de 1:

Remarque : Déterminer les racines complexes d’ordre n d’un nombre z = r·(cos(+i·sin() revient à résoudre dans C l’équation zn= r·(cos(+i·sin()   
    zn=1 ( z=
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où 1=1(cos0(+i(sin0() et k 
[image: image81.wmf]Î

{0;1; 2; 3;…; (n-1)}, 
[image: image82.wmf],

N

n

Î



 EMBED Equation.3  [image: image83.wmf]2
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La racine d’ordre n de 1 a exactement  n valeurs εk , qui s’appellent les racines d’ordre n d’unité: 

ε0, ε1, ε2, ε3, … εn-1.

b) La soustraction  de la racine d’ordre n d’un nombre complexe
   z =r(cos(+i·sin() :
 Zn=z ( 
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 EMBED Equation.3  [image: image88.wmf]2
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                         n valeurs
La racine d’ordre n du nombre z a exactement n valeurs Zk .

c) La résolution des équations binômes Zn=z, où 
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 EMBED Equation.3  [image: image90.wmf]2
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Pour la résolution des équations binômes Zn=z, où 
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 EMBED Equation.3  [image: image92.wmf]2
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 il faut écrire le nombre z

 dans la forme trigonométrique z=r (cos(+i·sin() et on utilise la formule b) de ci-dessous.

d) La puissance n du nombre complexe  z= r(cos(+i·sin()

    zn= (r(cos(+isin())n= rn(cos n(+isin n() – la formule de Moivre

e) Opérations avec des nombres complexes dans la  forme trigonométrique:
 Si z1=r1(cos(1+isin(1) et z2=r2(cos(2+isin(2), alors:

    z1(z2=r1(r2(cos((1+(2)+isin((1+(2)(
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 f) La forme exponentielle du nombre complexe:
     Si z=a+bi est le nombre complexe dans la forme algébrique, r=(z(=
[image: image94.wmf]2
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est la valeur absolue du z et ( =arg z est l’argument réduit du z, alors:

       z= r(ei( est la forma exponentielle du nombre complexe z.
       ei(=cos(+i·sin( - la formule d’Euler. 

       zn=(rei()n=rn(ei(((n 
  h) La formule de Moivre et ses conséquences:

     1) La formule de Moivre:

          (cos(+isin()n = (cos n(+isin n()

     2) Conséquences de la Formule de Moivre:

  C1: 
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  C2: 
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   C3:  
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Remarque: La formule de Moivre est vraie aussi pour 
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IV. La résolution des équations et inéquations qui contiennent Arg z et |z|

1)  |z|=r, où  z=x+y·i , et 
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:

        |x+y·i|=r 
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L’ensemble des solutions de l’équation |z|=r est l’ensemble des paires (x;y), qui sont

les coordonnées des points du plan de coordonnées, qui appartiennent au cercle avec le centre 

dans le point O (0; 0) et le rayon r.

2) |z-(a+bi)|=r, où z=x+y·i, et 
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    |(x-a)+(y-b)i|=r
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L’ensemble des solutions de l’équation |z-(a+bi)|=r est l’ensemble des paires (x; y), qui sont
les coordonnées des points du plan de coordonnées, qui appartiennent au cercle avec le centre 

dans le point A (a; b) et le rayon r. 

3) |z|< r, où z=x+y·i  et 
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:
        |x+y·i|<r 
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L’ensemble des solutions de l’équation |z|< r est l’ensemble des paires (x; y), qui sont

les coordonnées des points du plan de coordonnées, qui appartiennent à l’intérieur du cercle
avec le centre dans le point O (0; 0) et le rayon r. 

4) |z|
[image: image106.wmf]r
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        |x+y·i|
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L’ensemble des solutions de l’équation |z|
[image: image110.wmf]r
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 est l’ensemble des paires (x; y), qui sont

les coordonnées des points du plan de coordonnées, qui appartiennent à l’intérieur du cercle

avec le centre dans le point O (0; 0) et le rayon r, inclure aussi les points sur le cercle. 

5) |z|> r, où z=x+y·i et 
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        |x+y·i|>r 
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L’ensemble des solutions de l’inéquation |z|> r est l’ensemble des paires (x; y), qui sont

les coordonnées des points du plan de coordonnées, qui appartiennent à l’extérieur du cercle

avec le centre dans le point O (0; 0) et le rayon r. 

6) |z|
[image: image113.wmf]r
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        |x+y·i|
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L’ensemble des solutions de l’inéquation |z|
[image: image117.wmf]r
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est l’ensemble des paires (x; y), qui sont les coordonnées des points du plan de coordonnées, qui appartiennent à l’extérieur du cercle avec le 
centre dans le point O(0;0) et le rayon r, inclure aussi les points sur le cercle.
Remarque: Pour la résolution des inéquations qui contiennent |z-(a+bi)| on fait comme ci-dessous 

en utilisant le cercle avec le centre dans le point A(a;b) et le rayon r.  
7) 
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 L’ensemble des solutions de l’équation arg z=(  est l’ensemble des paires (x; y), qui sont les coordonnées des points du plan de coordonnées, qui appartiennent à la demi-droite [OM, qui est le 
côté de l’angle ( =arg z, et M est l’image du nombre complexe z. 
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L’ensemble des solutions de l’équation arg z<( est l’ensemble des paires (x; y), qui sont les coordonnées des points du plan de coordonnées, qui appartiennent à l’intérieur de l’angle φ, où (=arg z. 
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  L’ensemble des solutions de l’équation arg z
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L’ensemble des solutions de l’équation arg z>( est l’ensemble des paires (x; y), qui sont les coordonnées des points du plan de coordonnées, qui appartiennent à l’extérieur de l’angle φ, où 
( =arg z . 
11) arg z
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 L’ensemble des solutions de l’équation arg z
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( est l’ensemble des paires (x; y), qui sont les coordonnées des points du plan de coordonnées, qui appartiennent à l’extérieur de l’angle φ, 

où ( =arg z, inclure aussi les points qui appartiennent au côté [OM. 
IV. La résolution de l’équation du second degré à coefficients réels 
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      Pour résoudre l’équation du second degré à coefficients réels 
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2) Si 
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                                                                Concepteur: Blindu Rodion
                                Le domaine de définition de la fonction f: A(B

       D(f)=A– l’ensemble des valeurs de la variable indépendante x (de l’argument x). 

       D (f)=A –  le domaine de définition de la fonction f: A(B.

       DVA- le domaine des valeurs admissibles de la variable ou de l’inconnue de l’expression ou

       L’équation ou l’inéquation donnée.
       Conditions d’existence et détermination du domaine  de définition des fonctions:   

1) Si f(x)=
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2) Si f(x)=
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3) Si f(x)=
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4) Si f(x)=logg(x)((x), alors D(f): 
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5) Si f(x)=arcsin(g(x)( ou f(x)=arccos(g(x)(; alors D(f): -1(g(x)(1

6) Si f(x)=arctg(g(x)( ou f(x)=arcctg(g(x)(, alors D(f) est l’ensemble des valeurs du x pour lesquelles g(x)(R et g(x) a du sens.

7) E(f)=B ou E(f)(B; E(f) – est l’ensemble des valeurs de la fonction f, alors est l’ensemble des valeurs de la variable dépendante y.

B est le co-domaine de la fonction  f.                                            

Remarque: Pour déterminer le domaine des valeurs admissibles (DVA) d’une expression, d’une équation ou d’une inéquation on utilise les mêmes conditions d’existence et admissibilité comme pour déterminer D(f) de la fonction f.                        

 
                                                                                                 Concepteur : Blindu Rodion
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